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Připomenut́ı

Definice

Aditivńı podgrupa N okruhu R splňuj́ıćı
aN ⊆ N a Nb ⊆ N pro všechna a, b ∈ R
se nazývá ideál.

Definice

Maximálńı ideál okruhu R je ideál M ≠ R takový, že neexistuje žádný vlastńı ideál N ,
takový, že M ⊂ N .

Věta (Věta 70)

Necht’ R je komutativńı okruh s jedničkou.
Pak M je maximálńı ideál R, právě když R/M je pole.

Věta (Věta 75)

Ideál ⟨p(x)⟩ ≠ {0} okruhu F [x] je maximálńı, právě když p(x) je nedělitelný nad F .
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Nadpole

Definice

Pole E je nadpole (též rozš́ı̌reńı) pole F , pokud F ≤ E. (Zapisujeme také E ≥ F )

Př́ıklad 128

R je nadpole Q, C je nadpole R i Q

F (x) označuje pod́ılové těleso okruhu F [x]
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Nadpole

Věta 76 (Kroneckerova věta)

Necht’ F je pole a f(x) je nekonstantńı polynom v F [x]. Pak existuje E ≥ F a α ∈ E
takové, že f(α) = 0.

Důkaz

Dle věty 62, f(x) má faktorizaci v F [x] na polynomy, které jsou nedělitelné nad F .
Necht’ p(x) je nedělitelný polynom v takové faktorizaci.
Zjevně stač́ı naj́ıt takové nadpole E pole F , které obsahuje α takové, že p(α) = 0.
Dle věty 75 je ⟨p(x)⟩ maximálńı ideál v F [x], takže F [x]/⟨p(x)⟩ je pole.
Tvrd́ıme, že F může být identifikováno s podpolem pole F [x]/⟨p(x)⟩ p̌rirozeným
zp̊usobem, použit́ım zobrazeńı ψ ∶ F → F [x]/⟨p(x)⟩ dané
ψ(a) = a + ⟨p(x)⟩, pro a ∈ F .
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Nadpole

Důkaz (Pokračováńı)

ψ(a) = a + ⟨p(x)⟩, pro a ∈ F
Toto zobrazeńı je injektivńı, protože pokud ψ(a) = ψ(b), pak a + ⟨p(x)⟩ = b + ⟨p(x)⟩ pro
nějaké a, b ∈ F , tak (a − b) ∈ ⟨p(x)⟩, takže a − b muśı být násobek polynomu p(x) stupně
≥ 1.
a, b ∈ F implikuje a − b ∈ F , takže muśıme ḿıt a − b = 0, neboli a = b.
Sč́ıtáńı a násobeńı v F [x]/⟨p(x)⟩ jsme definovali p̌res reprezentanty, takže můžeme vybrat
a ∈ (a + ⟨p(x)⟩). A tedy ψ je homomorfismus, který bijektivně zobrazuje F na nějaké
podpole F [x]/⟨p(x)⟩.
Identifikujeme F s {a + ⟨p(x)⟩∣a ∈ F} skrze zobrazeńı ψ.
Na E = F [x]/⟨p(x)⟩ se budeme d́ıvat jako na nadpole pole F .
Vytvǒrili jsme tedy hledané nadpole E pole F .
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Nadpole

Důkaz (Pokračováńı)

Zbývá ukázat, že E obsahuje kǒren p(x).
Postavme α = x + ⟨p(x)⟩, takže α ∈ E.
Uvažujme homomorfismus vyhodnoceńı φα ∶ F [x]→ E (dle věty 55).
Pro p(x) = a0 + a1x + ⋅ ⋅ ⋅ + anxn, kde ai ∈ F , plat́ı
φ(p(x)) = a0 + a1(x + ⟨p(x))⟩) + ⋅ ⋅ ⋅ + an(x + ⟨p(x))⟩)n
v E = F [x]/⟨p(x)⟩.
Ale v F [x]/⟨p(x)⟩ můžeme poč́ıtat výběrem reprezentant̊u a x je reprezentant ťŕıdy
α = x + ⟨p(x)⟩. Takže
p(α) = (a0 + a1x + ⋅ ⋅ ⋅ + anxn) + ⟨p(x))⟩ = p(x) + ⟨p(x))⟩ = ⟨p(x))⟩ = 0
v F [x]/⟨p(x)⟩.
Našli jsme tedy prvek α v E = F [x]/⟨p(x)⟩ takový, že p(α) = 0 a tedy f(α) = 0.
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Nadpole

Př́ıklad 129

Necht’ F = R, f(x) = x2 + 1 (v́ıme, že nemá kǒreny v R, je nedělitelný v R).
Pak ⟨x2 + 1⟩ je maximálńı ideál v R[x], takže R[x]/⟨x2 + 1⟩ je pole.
Identifikujeme r ∈ R s r + ⟨x2 + 1⟩ v R[x]/⟨x2 + 1⟩.
Pak se na R můžeme d́ıvat jako na nadpole E = R[x]/⟨x2 + 1⟩.
Pak α = x + ⟨x2 + 1⟩.
Poč́ıtáńım v R[x]/⟨x2 + 1⟩ dostaneme
α2 + 1 = (x + ⟨x2 + 1⟩)2 + (1 + ⟨x2 + 1⟩) = (x2 + 1) + ⟨x2 + 1⟩ = 0.
Takže α je kǒren x2 + 1.
Později si ukážeme, že R[x]/⟨x2 + 1⟩ je C.
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Nadpole

Př́ıklad 130

Necht’ F = Q, f(x) = x4 − 5x2 + 6.
f(x) se dá rozložit a (x2 − 2)(x2 − 3), kde oba ty faktory jsou nedělitelné nad Q.
Začneme s x2 − 2 (nebo s x2 − 3) a zkonstruujeme nadpole E pole Q obsahuj́ıćı α takové,
že α2 − 2 = 0 (obsahuj́ıćı β takové, že β2 − 3 = 0) stejným zp̊usobem jako v p̌redchoźım
p̌ŕıkladě.
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Nadpole

Definice

Prvek α nadpole E pole F je algebraický nad F , když f(α) = 0 pro nějaký nenulový
f(x) ∈ F [x].
Pokud α neńı algebraický nad F , tak je transcendentálńı nad F .

Př́ıklad 131

Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı prvky algebraické nad Q.

1
√
2

2 i
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Nadpole

Př́ıklad

Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı prvky algebraické nad Q.

1
√
2

2 i

C je nadpole Q,
√
2, i ∈ C√

2 je kǒren polynomu x2 − 2, vid́ıme, že
√
2 je algebraický prvek nad Q

i je kǒren polynomu x2 + 1, vid́ıme, že i je algebraický prvek nad Q
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Nadpole

Př́ıklad 132

Je známo (ale je těžké dokázat), že reálná č́ısla π a Eulerova konstanta e jsou
transcendentálńı nad Q.

Př́ıklad 133

Je π algebraický nebo transcendentálńı prvek nad R?
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Nadpole

Př́ıklad

Je π algebraický nebo transcendentálńı prvek nad R?

Algebraický. Je to kǒren polynomu (x − π) ∈ R[x]

Př́ıklad 134

Je α =
√
1 +

√
3 ∈ R algebraické nad Q?
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Nadpole

Př́ıklad

Je α =
√
1 +

√
3 ∈ R algebraické nad Q?

Ano, je algebraické

α2 = 1 +
√
3

α2 − 1 =
√
3

(α2 − 1)2 = 3

α4 − 2α + 1 = 3

α4 − 2α − 2 = 0

α je kǒren x4 − 2x − 2, což je polynom v Q[x]
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Nadpole

Věta 77

Necht’ E je nadpole pole F a α ∈ E. Necht’ φα ∶ F [x]→ E je homomorfismus vyhodnoceńı
takový, že φα(a) = a pro a ∈ F a φα(x) = α. Pak α je transcendentálńı nad F , právě když
φα dává isomorfismus F [x] s podoborem pole E, tedy právě když φα je injektivńı.

Důkaz

Prvek α je transcendentálńı nad F , právě když f(α) ≠ 0 pro všechny nenulové
f(x) ∈ F [x], což plat́ı dle definice právě když φα(f(x)) ≠ 0 pro všechny nenulové
f(x) ∈ F [x], což plat́ı, právě když Ker(φα) = {0} tedy právě když φα je injektivńı.
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Nedělitelné polynomy pro α

Věta 78

Necht’ E ≥ F a α ∈ E, kde α je algebraický prvek nad F . Pak existuje polynom
p(x) ∈ F [x] nedělitelný nad F takový, že p(α) = 0. Tento polynom je unikátně určen až
na konstantńı faktor v F , jeho stupeň je ≥ 1.
Pokud f(α) = 0 pro f(x) ∈ F [x], f(x) ≠ 0, pak p(x) děĺı f(x).

Důkaz

Necht’ φα je homomorfismus vyhodnoceńı F [x]→ E. Ker(φα) je ideál (dle věty 74 hlavńı
ideál) generovaný nějakým p(x) ∈ F [x]. ⟨p(x)⟩ se skládá z prvk̊u F [x], které maj́ı kǒren α
Takže pokud f(α) = 0 pro f(x) ≠ 0, pak f(x) ∈ ⟨p(x)⟩. A tedy p(x) děĺı f(x).
Takže p(x) je polynom minimálńıho stupně ≥ 1, který má kǒren α, a každý jiný polynom
stejného stupně s kǒrenem α muśı být ve tvaru (a)(p(x)) pro nějaké a ∈ F .
Zbývá naám ukázat, že p(x) je nedělitelný. Pokud by p(x) = r(x)s(x), byla by faktorizace
na polynomy nižš́ıch stupň̊u, pak p(α) = 0 by znamenalo r(α) = 0 nebo s(α) = 0, protože
E je pole. To by ale bylo v rozporu s faktem, že p(x) je minimálńıho stupně ≥ 1, takový,
že p(α) = 0. Takže p(x) je nedělitelný.
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Nedělitelné polynomy pro α

Definice

Pokud má polynom vedoućı koeficient (koeficient u nejvyš̌śı mocniny) roven 1, nazýváme
ho monický.

Zřejmě můžeme vynásobeńım polynomu vhodnou konstantou p̌revést na monický.

Definice

Necht’ E ≥ F a α ∈ E je algebraický prvek nad F .
Unikátńı monický polynom p(x) s vlastnost́ı z p̌redchoźı věty je nedělitelný polynom pro
α nad F , znač́ıme irr(α,F ).
Stupeň polynomu irr(α,F ) je stupeň α nad F , značen deg(α,F ).
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Nedělitelné polynomy pro α

Př́ıklad 135

Určete stupeň prvku
√
2 nad Q a nad R.
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Nedělitelné polynomy pro α

Př́ıklad

Určete stupeň prvku
√
2 nad Q a nad R.

√
2 ∈ R je stupně 2 nad Q

irr(
√
2,Q) = x2 − 2√

2 ∈ R je stupně 1 nad R
irr(

√
2,Q) = x −

√
2
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Nedělitelné polynomy pro α

Př́ıklad 136

Určete stupeň prvku α =
√
1 +

√
3 ∈ R nad Q.
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Nedělitelné polynomy pro α

Př́ıklad

Určete stupeň prvku α =
√
1 +

√
3 ∈ R nad Q.

V́ıme, že je kǒren polynomu x4 − 2x − 2 ∈ Q.

Tento polynom je nedělitelný nad Q (dle Eisensteinova kritéria pro p = 2)

irr(
√
1 +

√
3,Q) = x4 − 2x − 2

A tedy
√
1 +

√
3 je algebraický prvek stupně 4 nad Q
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Jednoduché rozš́ı̌reńı pole
Necht’ E ≥ F , α ∈ E. Necht’ φα ∶ F [x]→ E je homomorfismus vyhodnoceńı daný
φα(a) = a pro a ∈ F a φα(x) = α.

α je algebraický prvek nad F :

Pak Ker(φα) = ⟨irr(α,F )⟩ (Viz věta 78)

⟨irr(α,F )⟩ je maximálńı ideál F [x] (Viz věta 75)

F [x]/⟨irr(α,F )⟩ je pole a je isomorfńı obrazu ψα(F [x]) v E

Toto podpole ψα(F [x]) ≤ E je nejmenš́ı podpole E obsahuj́ıćı F a α.

Označme ho F (α).

α je transcendentálńı prvek nad F :

ψα dá isomorfismus s nějakým podoborem pole E (Viz věta 77)

ψα(F [x]) neńı pole, je to obor integrity. Označme ho F [α]
E obsahuje pod́ılové těleso tohoto oboru F [α], které je pak nejmenš́ı podpole E
obsahuj́ıćı F a α (Viz důsledek 15)

Označme ho F (α).
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Jednoduché rozš́ı̌reńı pole

Př́ıklad 137

Protože π je transcendentálńı nad Q, je pole Q(π) racionálńıch funkćı nad Q s neurčitou
x.

Z pohledu struktury se prvek, který je transcendentálńı nad F , chová jako by to byla
neurčitá nad F .
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Jednoduché rozš́ı̌reńı pole

Definice

Nadpole E ≥ F je jednoduché rozš́ı̌reńı F , pokud E = F (α) pro nějaké α ∈ E.
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Jednoduché rozš́ı̌reńı pole

Věta 79

Necht’ E je jednoduché rozš́ı̌reńı pole F , α je algebraický prvek nad F a irr(α,F ) = n ≥ 1.
Pak každý prvek β z E = F (α) může být unikátně vyjáďren ve tvaru
β = b0 + b1α + ⋅ ⋅ ⋅ + bn−1αn−1, kde bi ∈ F .

Důkaz

Pro obvyklý homomorfismus vyhodnoceńı ψα je každý prvek F (α) = ψα(F [x]) tvaru
ψα(f(x)) = f(α) polynom s neurčitou α s koeficienty v F .
Necht’ irr(α,F ) = p(x) = xn + an−1xn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + a0.
Pak p(α) = 0, takže
αn = −an−1αn−1 − . . . − a0.
Tato rovnice v F (α) může být použita k vyjáďren jakéhokoliv polynomu αm pro m ≥ n
pomoćı mocnin α, které jsou menš́ı než n.
Nap̌r. αn+1 = ααn = −an−1αn − an−2αn−1 − . . . − a0α
Takže každé β ∈ F (α) může být vyjáďreno ve tvaru
β = b0 + b1α + ⋅ ⋅ ⋅ + bn−1αn−1
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Jednoduché rozš́ı̌reńı pole

Důkaz (Pokračováńı)

Unikátnost Když
b0 + b1α + ⋅ ⋅ ⋅ + bn−1αn−1 = b′0 + b′1α + ⋅ ⋅ ⋅ + b′n−1αn−1
Pak (b0 − b′0) + (b1 − b′1)x + ⋅ ⋅ ⋅ + (bn−1 − b′n−1)xn−1 = g(x)
je v F [x] a g(α) = 0, stupeň g(x) je menš́ı než stupeň irr(α,F ).
Protože irr(α,F ) je nenulový polynom minimálńıho stupně v F [x] maj́ıćı kǒren α, muśı
platit g(x) = 0.
Takže (bi − b′i) = 0, takže bi = b′i a t́ım je dokázána unikátnost.
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Jednoduché rozš́ı̌reńı pole

Př́ıklad 138

Polynom p(x) = x2 + x + 1 v Z2. Je nedělitelný nad Z2 (Jakto?).
Protože 0 ani 1 neńı kǒren p(x).
Dle p̌redchoźı věty má Z2(α) prvky 0 + 0α, 0 + 1α, 1 + 0α, 1 + 1α tedy 0, 1, α a 1 + α.
To nám dává nové konečné pole o 4 prvćıch.
Jak budou vypadat operace sč́ıtáńı a násobeńı?
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Jednoduché rozš́ı̌reńı pole

Př́ıklad

Polynom p(x) = x2 + x + 1 v Z2.
Z2(α) má prvky 0, 1, α a 1 + α.
To nám dává nové konečné pole o 4 prvćıch.
Jak budou vypadat operace sč́ıtáńı a násobeńı?

+ 0 1 α 1 + α
0 0 1 α 1 + α
1 1 0 1 + α α
α α 1 + α 0 1

1 + α 1 + α α 1 0

⋅ 0 1 α 1 + α
0 0 0 0 0
1 0 1 α 1 + α
α 0 α 1 + α 1

1 + α 0 1 + α 1 α

Nap̌r. (1 + α)(1 + α) v Z2(α), p(α) = α2 + α + 1 = 0, pak
α2 = −α − 1 = α + 1
Takže, (1 + α)(1 + α) = 1 + α + α + α2 = 1 + α2 = 1 + α + 1 = α
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Jednoduché rozš́ı̌reńı pole

Př́ıklad 139

Pomoćı p̌redchoźı věty nyńı můžeme dokázat, že R[x]/⟨x2 + 1⟩ je isomorfńı s C.

R[x]/⟨x2 + 1⟩ je nadpole pole R
Necht’ α = x + ⟨x2 + 1⟩
Pak R(α) = R[x]/⟨x2 + 1⟩ a sestává se ze všech prvk̊u ve tvaru a + bα pro a, b ∈ R
Protože α2 + 1 = 0, vid́ıme, že α hraje roli i ∈ C a a + bα roli (a + bi) ∈ C
Takže R(α) ≃ C
Toto je algebraický způsob, jak zkonstruovat C z R
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Vektorové prostory

Definice

Necht’ F je pole. Vektorový prostor nad F (F -vektorový prostor) sestává z abelovské
(aditivńı) grupy V s operaćı skalárńıho součinu (Ve skutečnosti to neńı binárńı operace,
ale zobrazeńı F × V → V .) každého prvku V s každým prvkem z F zleva takový, že pro
všechna a, b ∈ F a α,β ∈ V plat́ı:

aα ∈ V
a(bα) = (ab)α
(a + b)α = (aα) + (bα)
a(α + β) = (aα) + (aβ)
1α = α

Prvky V se nazývaj́ı vektory a prvky F se nazývaj́ı skaláry.

Pokud je F zjevné z kontextu, vynecháváme ho z pojmenováńı – vektorový prostor.
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Vektorové prostory

Př́ıklad 140

Uvažujme abelovskou grupu ⟨Rn,+⟩ = R ×R × ⋅ ⋅ ⋅ ×R, kde je sč́ıtáńı definováno po
komponentách. Definujme skalárńı součin následuj́ıćım zp̊usobem:
rα = (ra1, ra2, . . . , ran) pro r ∈ R, α = (a1, . . . , an).
Ově̌rte, že se jedná o vektorový prostor.
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Vektorové prostory

Př́ıklad 141

Pro libovolné pole F mlžeme F [x] vńımat jako vektorový prostor nad F , kde sč́ıtáńı
vektor̊u je běžné sč́ıtáńı polynomů v F [x] a skalárńı součin aα je běžné násobeńı
polynomu skalárem.
Ově̌rte.

Př́ımo vyplývá z toho, že F [x] je okruh s jedničkou.
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Vektorové prostory

Př́ıklad 142

Necht’ E ≥ F . Pak E může být vńımáno jako vektorový prostor nad F , kde sč́ıtáńı i
skalárńı součin jsou běžné sč́ıtáńı a násobeńı v E.
Ově̌rte.

Př́ımo vyplývá z toho, že E je pole.
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Vektorové prostory

Věta 80

Pro vektorový prostor V nad F plat́ı:
0α = 0, a0 = 0, (−a)α = a(−α) = −(aα)
pro všechna a ∈ F a α ∈ V .

Důkaz

Znáte z AL1.
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Lineárńı kombinace

Definice

Necht’ V je vektorový prostor nad F . Vektory v podmnožině
S = {αi∣i ∈ I} ⊆ V
generuj́ı V , pokud pro každé β ∈ V plat́ı
β = a1αi1 + a2αi2 + ⋅ ⋅ ⋅ + anαin pro nějaká ai ∈ F a αij ∈ S, j = 1, . . . , n.
Vektor ∑nj=1 ajαij je lineárńı kombinace vektor̊u αij .
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Lineárńı kombinace

Př́ıklad 143

Generuj́ı následuj́ıćı vektory ve vektorovém prostoru Rn z p̌ŕıkladu 140 tento vektorový
prostor?
(1,0, . . . ,0), (0,1, . . . ,0), . . . , (0,0, . . . ,1)

Ano
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Lineárńı kombinace

Př́ıklad 144

Generuj́ı monomy xm pro m ≥ 0 vektorový prostor F [x] nad F? (Vektorový prostor z
p̌ŕıkladu 141)

Ano
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Lineárńı kombinace

Př́ıklad 145

Necht’ E ≥ F , α ∈ E je algebraický prvek nad F . Pak F (α) je vektorový prostor nad F a
je generovaný vektory {1, α, . . . , αn−1}, kde n = deg(α,F ).

Ukážeme si ve větě, kterou p̌redstav́ıme později.
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Dimenze

Definice

Vektorový prostor V nad polem F je konečné dimenze, pokud existuje konečná
podmnožina V , jej́ıž vektory generuj́ı V .

Př́ıklad 146

Jsou vektorové prostory p̌redstavené v p̌ŕıkladech 140 - 142 konečné dimenze?
Rn
F [x]
F (α) (E ≥ F , α algebraický prvek nad F )
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Dimenze

Př́ıklad

Jsou vektorové prostory p̌redstavené v p̌ŕıkladech 140 - 142 konečné dimenze?

Rn: Ano

F [x]: Ne
Polynomy libovolného stupně nemohou být lineárńımi kombinacemi žádné konečné
množiny polynomů

F (α): Ano
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Lineárńı nezávislost

Definice

Vektory v podmnožině S = {αi∣i ∈ I} ⊆ V vektorového prostoru V nad polem F jsou
lineárně nezávislé nad F , pokud pro libovolné r̊uzné vektory αij ∈ S, skaláry aj ∈ F a
n ∈ N plat́ı ∑nj=1 ajαij = 0 ve V jen tehdy, když aj = 0 pro j = 1, . . . , n.
Pokud vektory nejsou lineárně nezávislé nad F , tak jsou lineárně závislé nad F .

Př́ıklad 147

Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı vektory lineárně závislé.

Vektory generuj́ıćı prostor Rn z p̌ŕıkladu 143.

Monomy {xm∣m ≥ 0} z p̌ŕıkladu 144.

Vektory (1,−1), (2,1) a (−3,2) v R2.
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Lineárńı nezávislost

Př́ıklad

Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı vektory lineárně závislé.

Vektory generuj́ıćı prostor Rn z p̌ŕıkladu 143.

Monomy {xm∣m ≥ 0} z p̌ŕıkladu 144.

Vektory (1,−1), (2,1) a (−3,2) v R2.

Vektory generuj́ıćı prostor Rn z p̌ŕıkladu 143.
Jsou lineárně nezávislé.

Monomy {xm∣m ≥ 0} z p̌ŕıkladu 144.
Jsou lineárně nezávislé.

Vektory (1,−1), (2,1) a (−3,2) v R2.
Jsou lineárně závislé.
7(1,−1) + (2,1) + 3(−3,2) = (0,0)
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Lineárńı nezávislost

Př́ıklad 148

Necht’ E ≥ F , α ∈ E je algebraický prvek nad F . Pokud deg(α,F ) = n, pak každý prvek
F (α) je unikátně vyjáďren ve tvaru
b0 + b1α + ⋅ ⋅ ⋅ + bn−1αn−1
pro bi ∈ F . Zvláště 0 + 0α + ⋅ ⋅ ⋅ + 0αn−1 muśı být unikátńı vyjáďreńı pro nulový vektor.
Takže prvky 1, α, . . . , αn−1 jsou lineárně nezávislé vektory v F (α) nad F .
Také generuj́ı F (α).
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Báze

Definice

Pokud V je vektorový prostor nad F , vektory v podmnožině B = {βi∣i ∈ I} ⊆ V tvǒŕı bázi
prostoru V nad F , pokud generuj́ı V a jsou lineárně nezávislé.
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Báze

Lemma 4

Necht’ V je vektorový prostor nad F a α ∈ V . Pokud je α lineárńı kombinace vektor̊u βi ve
V pro i = 1, . . . ,m a každé βi je lineárńı kombinace vektor̊u γj ve V pro j = 1, . . . , n, pak
α je lineárńı kombinace γj .

Důkaz

Necht’ α = ∑mi=1 aiβi a βi = ∑nj=1 bijγj , kde ai, bij ∈ F . Pak
α = ∑mi=1 ai(∑nj=1 bijγj) = ∑nj=1(∑mi=1 aibij)γj
a ∑mi=1 aibij ∈ F
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Báze

Věta 81

Ve vektorovém prostoru konečné dimenze každá konečná množina vektor̊u, která generuje
ten prostor, obsahuje podmnožinu, která je báze tohoto prostoru.

Důkaz

Necht’ V je vektorový prostor konečné dimenze nad F a vektory α1, . . . , αn z V generuj́ı V .
Projdeme ty vektory αi postupně zleva (začneme i = 1) a odstrańıme prvńı αj , které je
lineárńı kombinaćı p̌redchoźıch αi, i < j.
Pokračujeme stejně s daľśımi α (αj+1). Po konečném počtu krok̊u dojdeme k αn.
Dle p̌redchoźıho lemmatu tato zredukovaná množina αi stále generuje V .

Pro tuto zredukovanou množinu αi uvažujme
a1αi1 + ⋅ ⋅ ⋅ + arαir = 0. Pro i1 < i2 < ⋅ ⋅ ⋅ < ir a že nějaké aj ≠ 0. Můžeme p̌redpokládat
ar ≠ 0. Dostaneme
αir = (−a1ar )αi1) + ⋅ ⋅ ⋅ + (−ar−1ar

)αir1 ),
což ukazuje, že αir je lineárńı kombinace p̌redch̊udc̊u, což je v rozporu s konstrukćı.
Takže vektory αi v redukované sadě jsou nezávislé, generuj́ı V a tak tvǒŕı bázi V nad F .
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Báze

Důsledek 29

Vektorový prostor konečné dimenze má konečnou bázi.

Důkaz

Dle definice má vektorový prostor konečné dimenze konečnou podmnožinu, která ho
generuje. Takže p̌ŕımo vyplývá z p̌redchoźı věty.
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Báze

Věta 82

Necht’ S = {α1, . . . , αr} je konečná množina lineárně nezávislých vektor̊u vektorového
prostoru V konečné dimenze nad F .
Pak S může být rozš́ı̌rena na bázi prostoru V nad F .
Dále, pokud B = {β1, . . . , βn} je libovolná báze prostoru V nad F pak r ≤ n.

Důkaz

Dle p̌redchoźıho d̊usledku existuje báze B = {β1, . . . , βn} prostoru V nad F . Uvažujme
konečnou posloupnost vektor̊u
α1, . . . , αr, β1, . . . , βn
Tyto vektory generuj́ı V , protože B je báze. Pomoćı techniky z d̊ukazu věty 81 odstrańıme
postupně ty vektory, které jsou lineárńımi kombinacemi p̌redchoźıch.
Všimněme si, že žádné αi nebude odstraněno, protože jsou lineárně nezávislé. Takže S
může být rozš́ı̌reno na bázi V nad F .
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Báze

Důkaz (Pokračováńı)

Pro druhou část věty, uvažujme posloupnost
α1, β1, . . . , βn
Tyto vektory nejsou lineárně nezávislé nad F , protože α1 je lineárńı kombinaćı βi (ty tvǒŕı
bázi). Takže
α1 = b1β1 + ⋅ ⋅ ⋅ + bnβn. Takže
α1 + (−b1)β1 + ⋅ ⋅ ⋅ + (−bn)βn = 0.
Vektory v té posloupnosti generuj́ı V a pokud vytvǒŕıme bázi technikou z d̊ukazu věty 81,
muśıme vy̌radit alespoň jedno βi a dostaneme bázi

{α1, β
(1)
1 , . . . , , β

(1)
m }, kde m ≤ n − 1.

Aplikaćı stejné techniky dostaneme bázi

{α1, α2, β
(2)
1 , . . . , , β

(2)
s }, kde s ≤ n − 2

. . .
{α1, α2, . . . , αr, β

(r)
1 , . . . , , β

(r)
t }, kde

0 ≤ t ≤ n − r, tedy r ≤ n
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Báze

Důsledek 30

Libovolné dvě báze vektorového prostoru V konečné dimenze nad F maj́ı stejný počet
prvk̊u.

Důkaz

Necht’ B = {β1, . . . , βn}, B′ = {β′1, . . . , β′n} jsou dvě báze. Dle p̌redchoźı věty, kdybychom
B uvažovali jako množinu nezávislých vektor̊u a B′ jako bázi dostaneme, že n ≤m. Když
ale budeme uvažovat B′ jako množinu nezávislých vektor̊u a B jako bázi, dostaneme
m ≤ n. Tud́ıž m = n.
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Báze

Definice

Pokud V je vektorový prostor konečné dimenze nad polem F , tak počet prvk̊u v bázi je
dimenze V nad F .

Př́ıklad 149

Jaké dimenze je vektorový prostor z p̌ŕıkladu 145?
E ≥ F , α ∈ E je algebraický prvek nad F . Pak F (α) je vektorový prostor nad F .
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Báze

Př́ıklad

Jaké dimenze je vektorový prostor z p̌ŕıkladu 145?
E ≥ F , α ∈ E je algebraický prvek nad F . Pak F (α) je vektorový prostor nad F .

je generovaný vektory {1, α, . . . , αn−1}, kde n = deg(α,F )
n je dimenze
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Aplikace na teorii poĺı

Věta 83

Necht’ E ≥ F a α ∈ E je algebraický prvek nad F . Pokud deg(α,F ) = n pak F (α) je
vektorový prostor nad F dimenze n s báźı {1, α, . . . , αn−1}.
Každý prvek β ∈ F (α) je algebraický nad F a deg(β,F ) ≤ deg(α,F ).

Důkaz

Vše až na posledńı větu věty už máme dokázáno.
Necht’ β ∈ F (α) , kde α ∈ E je algebraický prvek nad F . Dimenze F (α) je n.
Uvažujme prvky 1, β, β2, . . . , βn.
Toto nemůže být n + 1 r̊uzných prvk̊u F (α), které jsou lineárně nezávislé nad F , protože
dle věty 82 libovolná báze F (α) nad F by musela obsahovat alespoň tolik prvk̊u, kolik jich
je v libovolné množině lineárně nezávislých vektor̊u nad F . Ale báze {1, α, . . . , αn−1} má
právě n prvk̊u.
Pokud βi = βj , pak βi − βj = 0, takže b0 + b1β + b2β2 + ⋅ ⋅ ⋅ + bnβn = 0, kde alespoň jedno
bi ≠ 0.
Pak f(x) = bnxn + ⋅ ⋅ ⋅ + b1x + b0 je nenulový prvek F [x] takový, že f(β) = 0. Takže β je
algebraický prvek nad F a deg(β,F ) je nejvýše n.
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