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Polynomy

Polynom s neurčitou x a s koeficienty z okruhu R. Množinu všech polynomů znač́ıme
R[x].
Nap̌r. okruh koeficient̊u je Z. Množina polynomů Z[x]. Konkrétńı polynom 1x (nebo
také jen x).

x nejsou prvky z okruhu R, nebudeme tedy psát x = 1

Polynomy můžeme sč́ıtat i násobit

Stupeň polynomu – nejvyš̌śı exponent neurčité x s nenulovým koeficientem

Množina R[x] polynomů s koeficienty z R tvǒŕı spolu se sč́ıtáńım a násobeńım okruh

R je podokruh R[x]

S polynomy budeme pracovat jinak než jak znáte ze sťredńı školy.

Nebudeme psát 2x − 4 = 0, protože 2x − 4 neńı nulový polynom.

Mı́sto řešeńı polynomické rovnice budeme hledat kǒreny polynomu (nuly polynomu)

Mgr. Markéta Trnečková, Ph.D. (UPOL) Okruhy polynomů 1 / 42



Polynomy

Definice

Necht’ R je okruh. Polynom f(x) s neurčitou x je nekonečná řada

∑
∞
i=0 aixi = a0 + a1x + a2x2 + . . . , kde ai ∈ R a ai = 0 pro témě̌r všechny hodnoty i.

ai nazýváme koeficienty f(x).
Pokud pro nějaké i > 0 plat́ı, že ai = 0, tak nejvěťśı taková hodnota i je stupeň f(x).
Pokud jsou všechna ai = 0, stupeň f(x) je nedefinovaný.

Pokud v f(x) plat́ı ai = 0 pro i > n, pak f(x) ṕı̌seme a0 + a1x + ⋅ ⋅ ⋅ + anx
n. Také

vynecháváme všechny termy, pro které je ai rovno 0.

Pokud R má jedničku (1 ≠ 0) zapisujeme 1xk jako xk.

Prvky R se nazývaj́ı konstantńı polynomy.
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Polynomy

Definice

Necht’ R je okruh. f(x) = a0 + a1x + ⋅ ⋅ ⋅ + anx
n + . . . a g(x) = b0 + b1x + ⋅ ⋅ ⋅ + bnx

n + . . .
jsou polynomy z R[x].
Pak součet polynomů definujeme
f(x) + g(x) = c0 + c1x + ⋅ ⋅ ⋅ + cnx

n + . . . , kde ci = ai + bi.
Násobeńı polynomů definujeme
f(x)g(x) = d0 + d1x + ⋅ ⋅ ⋅ + dnx

n + . . . , kde dn = ∑
n
j=0 ajbn−j .

∑
n
j=0 ajbn−j nemuśı být rovno ∑nj=0 bjan−j , pokud R neńı komutativńı.
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Polynomy

Věta 54

Množina R[x] všech polynomů s neurčitou x a s koeficienty v R tvǒŕı spolu s operacemi
sč́ıtáńı a násobeńı (z p̌redchoźı definice) okruh.
Pokud je R komutativńı, pak R[x] je také komutativńı.
Pokud má R jedničku 1 ≠ 0, pak 1 je také jednička pro R[x].

Důkaz

Snadný. Jak bychom p̌ri d̊ukazu postupovali?

Z[x] je okruh polynomů s celoč́ıselnými koeficienty.

Q[x] je okruh polynomů s racionálńımi koeficienty.
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Polynomy

Př́ıklad 100

Vypoč́ıtejte součet a součin polynomů z Z2[x].
f(x) = (x + 1) a g(x) = (x + 1).
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Polynomy

Př́ıklad

Vypoč́ıtejte součet a součin polynomů z Z2[x].
f(x) = (x + 1) a g(x) = (x + 1).

(x + 1) + (x + 1) = (1 + 1)x + (1 + 1) = 0x + 0 = 0

(x + 1)(x + 1) = x2 + (1 + 1)x + 1 = x2 + 1
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Polynomy s v́ıce neurčitými

Definice

Necht’ R je okruh a x a y jsou dvě neurčité, můžeme vytvǒrit okruh (R[x])[y], tj. okruh
polynomů neurčité y s koeficienty z okruhu polynomů neurčité x s koeficienty z R.

Bez d̊ukazu si uved’me, že (R[x])[y] ≃ (R[y])[x].

Okruh polynomů dvou neurčitých x a y s koeficienty z R znač́ıme R[x, y].

Okruh polynomů n neurčitých xi s koeficienty z R znač́ıme R[x1, x2, . . . , xn].
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Polynomy s v́ıce neurčitými

Pokud je D obor integrity, pak D[x] je také obor integrity.

Pokud je F těleso, F [x] je obor integrity (ale ne těleso), protože x neńı jednotka v
F [x].
Neexistuje polynom f(x) ∈ F [x] takový, že xf(x) = 1

Můžeme však zkonstruovat pod́ılové těleso F (x) oboru integrity F [x] (viz minulá
p̌rednáška).

Každý prvek F (x) může být reprezentován jako f(x)
g(x) takový, že g(x) ≠ 0.

Analogicky definujeme F (x1, . . . , xn) jako pod́ılové těleso F [x1, . . . , xn].
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Homomorfismus vyhodnoceńı

Věta 55 (Homomorfismus vyhodnoceńı)

Necht’ E a F jsou tělesa taková, že F ≤ E, α ∈ E a x je neurčitá.
Zobrazeńı φα ∶ F [x]→ E definované p̌redpisem
φα(a0 + a1x + . . . anx

n) = a0 + a1α + . . . anα
n

pro (a0 + a1x + . . . anx
n) ∈ F [x] je homomorfismus F [x]→ E.

Důkaz

Pokud f(x) = a0 + a1x + ⋅ ⋅ ⋅ + anx
n,

g(x) = b0 + b1x + ⋅ ⋅ ⋅ + bmx
m,

h(x) = f(x) + g(x) = c0 + c1x + ⋅ ⋅ ⋅ + crx
r

Tak pro sč́ıtáńı:
φα(f(x)+g(x)) = φα(h(x)) = c0+c1α+ . . . crα

r,
φα(f(x)) + φα(g(x)) =
(a0 + a1α + . . . arα

r) + (b0 + b1α + . . . bmα
m)

Z definice sč́ıtáńı polynomů je žrejmé, že
φα(f(x) + g(x)) = φα(f(x)) + φα(g(x)).

identita

Čárkované čáry jsou prvky množiny.
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Homomorfismus vyhodnoceńı

Důkaz (Pokračováńı)

Násobeńı:
f(x)g(x) = d0 + d1x + ⋅ ⋅ ⋅ + dsx

s, kde di = ∑
i
j=0 ajbi−j .

φα(f(x)g(x)) = φα(h(x)) = d0 + d1α + . . . dsα
s

[φα(f(x))][φα(g(x))] = (a0 + a1α + . . . anα
n)(b0 + b1α + . . . bmα

m)

Protože di = ∑
i
j=0 ajbi−j tak vid́ıme, že

φα(f(x)g(x)) = [φα(f(x))][φα(g(x))].
Takže φα je homomorfismus.

Př́ıklad 101

Necht’ F z p̌redchoźı věty je Q a E je R. Jak budou vypadat homomorfismy
φ0 ∶ Q[x]→ R a φ2 ∶ Q[x]→ R?
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Homomorfismus vyhodnoceńı

Př́ıklad

Necht’ F z p̌redchoźı věty je Q a E je R. Jak budou vypadat homomorfismy
φ0 ∶ Q[x]→ R a φ2 ∶ Q[x]→ R?

φ0

φ0(a0 + ⋅ ⋅ ⋅ + anx
n) = a0 + a10 + ⋅ ⋅ ⋅ + an0n = a0

Každý polynom je zobrazen na sv̊uj konstantńı člen

φ2

φ2(a0 + ⋅ ⋅ ⋅ + anx
n) = a2 + a12 + ⋅ ⋅ ⋅ + an2n

Nap̌r. φ2(x
2 + x − 6) = 22 + 2 − 6 = 0

x2 + x − 6 je v Ker(φ2)

x2 + x − 6 = (x − 2)(x + 3)

D́ıky tomu, že φ2(x − 2) = 2 − 2 = 0 je φ2(x
2 + x − 6) = 0
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Homomorfismus vyhodnoceńı

Př́ıklad 102

Necht’ F z p̌redchoźı věty je Q a E je C. Jak bude vypadat homomorfismus φi ∶ Q[x]→ C?
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Homomorfismus vyhodnoceńı

Př́ıklad

Necht’ F z p̌redchoźı věty je Q a E je C. Jak bude vypadat homomorfismus φi ∶ Q[x]→ C?

φi(a0 + ⋅ ⋅ ⋅ + anx
n) = a0 + a1i + ⋅ ⋅ ⋅ + ani

n

φi(x) = i

φi(x
2 + 1) = i2 + 1 = 0

x2 + 1 je v Ker(φi)

Př́ıklad 103

Necht’ F je Q a E je R. Uvažujme homomorfismus φπ ∶ Q[x]→ R?
Dá se dokázat, že a0 + a1π + ⋅ ⋅ ⋅ + anπ

n = 0 právě, když je ai = 0 pro i = 1, . . . , n.
Ker(φπ) = {0} a φπ je injektivńı.
Všechny polynomy s neurčitou π s racionálńımi koeficienty tvǒŕı okruh isomorfńı s Q
p̌rirozeným zp̊usobem s φπ(x) = π.
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Homomorfismus vyhodnoceńı

Definice

Necht’ F a E jsou tělesa, F ≤ E, α ∈ E. f(x) = a0 + a1x + ⋅ ⋅ ⋅ + anx
n ∈ F [x].

Homomorfismus vyhodnoceńı z p̌redchoźı věty φα. Označme f(α) hodnotu
φα(f(x)) = a0 + a1α + ⋅ ⋅ ⋅ + anα

n.
Pokud f(α) = 0, nazýváme α kǒrenem polynomu f(x).

Problém hledáńı kǒrene polynomu f(x) – nalezeńı všech α, které splňuj́ı φα(f(x)) = 0

Př́ıklad 104

Porovnejte zadáńı:

1 Vy̌rešte rovnici r2 + r − 6 = 0.

2 Najděte kǒreny polynomu x2 + x − 6.
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Homomorfismus vyhodnoceńı

Př́ıklad

Porovnejte zadáńı:

1 Vy̌rešte rovnici r2 + r − 6 = 0.

2 Najděte kǒreny polynomu x2 + x − 6.

1 {r ∈ R∣r2 + r − 6 = 0} = {2,−3}

2 {α ∈ R∣φα(x
2 + x − 6) = 0} = {2,−3}
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Homomorfismus vyhodnoceńı

Věta 56

Polynom x2 − 2 nemá kǒreny v Q.
√

2 ∉ Q.

Proč je toto zaj́ımavé zjǐstěńı?
Pod́ıvejte se do skript.

Důkaz

Předpokládejme, že pro m
n ∈ Q (m,n ∈ Z). Plat́ı (mn )2 = 2 a že gcd(m,n) = 1.

Pak muśı platit m2 = 2n2, kde m,n ∈ Z.
Protože 2 děĺı 2n2, tak muśı dělit m2, takže muśı dělit i m a 22 = 4 muśı dělit m2.
To ale znamená, že n2 je dělitelné 2. Jelikož je to druhá mocnina, pak n muśı být také
dělitelné 2.
Odtud ale máme, že m i n jsou dělitelné 2 a tud́ıž gcd(m,n) neńı 1.
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Faktorizace polynomů

Věta 57

Necht’ f(x) = a0 + a1x+ ⋅ ⋅ ⋅ + anx
n a g(x) = b0 + b1x+ ⋅ ⋅ ⋅ + bmx

m jsou dva prvky F [x], kde
an ≠ 0, bm ≠ 0 a m > 0.
Pak existuj́ı unikátńı polynomy q(x) a r(x) v F [x] takové, že
f(x) = g(x)q(x) + r(x), kde bud’to r(x) = 0 nebo r(x) má menš́ı stupeň než m (tedy než
je stupeň polynomu g(x)).

Porovnejte tuto větu s větou o celoč́ıselném děleńı.

Důkaz

Uvažujme množinu S = {f(x) − g(x)s(x)∣s(x) ∈ F [x]}.
Pokud 0 ∈ S, pak existuje s(x) takové, že f(x) − g(x)s(x) = 0, takže f(x) = g(x)s(x) V
takovém p̌ŕıpadě stač́ı vźıt q(x) = s(x) a r(x) = 0.
Jinak r(x) je prvek minimálńıho stupně v S, pak
f(x) = g(x)q(x) + r(x) pro nějaké q(x) ∈ F [x]. Muśıme ukázat, že
r(x) je stupně menš́ıho než m.

Předpokládejme, že r(x) = c0 + c1x + ⋅ ⋅ ⋅ + ctx
t takové, že ct ≠ 0 , ci ∈ F
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Faktorizace polynomů

Důkaz (Pokračováńı)

Předpokládejme, že r(x) = c0 + c1x + ⋅ ⋅ ⋅ + ctx
t takové, že ct ≠ 0 , ci ∈ F

Pokud t ≥m, pak
f(x) − q(x)g(x) − (ct/bm)xt−mg(x) = r(x) − (ct/bm)xt−mg(x)
a to je ve tvaru
r(x) − (ctx

t + termy nižš́ıho stupně).
To je polynom stupně nižš́ıho než t (stupně polynomu r(x)).
Ovšem polynom f(x) − q(x)g(x) − (ct/bm)xt−mg(x) můžeme zapsat
f(x) − g(x)[q(x) − (ct/bm)xt−m], takže je v S, což je v rozporu s faktem, že r(x) bylo
vybráno tak, aby mělo minimálńı stupeň v S.

Unikátnost: pokud
f(x) = g(x)q1(x) + r1(x) a f(x) = g(x)q2(x) + r2(x) tak odečteńım dostaneme
g(x)[q1(x) − q2(x)] = r2(x) − r1(x)
Bud’to je r2(x) − r1(x) = 0 nebo je stupeň r2(x) − r1(x) menš́ı než stupeň g(x). To může
platit pouze pokud q1(x) − q2(x) = 0, takže q1(x) = q2(x). Také tedy muśı platit, že
r2(x) − r1(x) = 0 tedy r1(x) = r2(x).
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Faktorizace polynomů

Př́ıklad 105

Necht’ f(x) = x4 − 3x3 + 2x2 + 4x − 1 a g(x) = x2 − 2x + 3 jsou polynomy v Z5[x]. Najděte
polynomy q(x) a r(x) tak, aby f(x) = q(x)g(x) + r(x). (r(x) má menš́ı stupeň než 2).
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Faktorizace polynomů

Př́ıklad

Necht’ f(x) = x4 − 3x3 + 2x2 + 4x − 1 a g(x) = x2 − 2x + 3 jsou polynomy v Z5[x]. Najděte
polynomy q(x) a r(x) tak, aby f(x) = q(x)g(x) + r(x). (r(x) má menš́ı stupeň než 2).

Vyděĺıme polynom f(x) polynomem g(x) znáte ze sťredńı školy

(x4 − 3x3 + 2x2 + 4x − 1) ∶ (x2 − 2x + 3) = x2 + . . .
x2(x2 − 2x + 3) = x4 − 2x3 + 3x2

(x4 − 3x3 + 2x2 + 4x − 1) − (x4 − 2x3 + 3x2) = (−x3 − x2 + 4x − 1)

(−x3 − x2 + 4x − 1) ∶ (x2 − 2x + 3) = −x + . . .
−x(x2 − 2x + 3) = −x3 + 2x2 − 3x
(−x3 − x2 + 4x − 1) − (−x3 + 2x2 − 3x) = (−3x2 + 7x − 1) Pozor jsme v Z5

= (−3x2 + 2x − 1)

(−3x2 + 2x − 1) ∶ (x2 − 2x + 3) = −3 + . . .
−3(x2 − 2x + 3) = −3x2 − 6x − 9 = −3x2 + x − 4
(−3x2 + 2x − 1) − (−3x2 + x − 4) = x + 3 Toto už je polynom nižš́ıho stupně než 2

Řešeńı: q(x) = x2 − x − 3, r(x) = x + 3
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Kǒren polynomu

Důsledek 17

Prvek a ∈ F je kǒren f(x) ∈ F [x], právě když x − a je dělitel f(x) v F [x].

Důkaz

Předpokládejme, že pro a ∈ F máme f(a) = 0. Dle věty 57 existuji q(x) a r(x) takové, že
f(x) = (x − a)q(x) + r(x) r(x) je stupně nižš́ıho než 1, tedy je to nějaká konstanta c
Aplikaćı homomorfismu vyhodnoceńı φa dostaneme
0 = f(a) = 0q(a) + c
Tedy c muśı být rovno 0 a f(x) = (x− a)q(x), což ale znamená, že (x− a) je dělitel f(x).

Naopak, pokud (x − a) je faktor f(x) v F [x], kde a ∈ F , pak aplikaćı φa na
f(x) = (x − a)q(x) dostaneme f(a) = 0q(a) = 0.
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Kǒren polynomu

Př́ıklad 106

Necht’ f(x) = x4 + 3x3 + 2x + 4 je polynom v Z5[x]. Určete, zda je 1 kǒren polynomu.

Využijte p̌redchoźı důsledek.
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Kǒren polynomu

Př́ıklad

Necht’ f(x) = x4 + 3x3 + 2x + 4 je polynom v Z5[x]. Určete, zda je 1 kǒren polynomu.

Dle p̌redchoźıho důsledku bychom měli být schopni vyjáďrit f(x) = (x − 1)q(x).

(x4 + 3x3 + 2x + 4) ∶ (x − 1) = x3 + 4x2 + 4x + 1

Ano, 1 je kǒrenem. f(x) = (x − 1)(x3 + 4x2 + 4x + 1)

I polynom x3 + 4x2 + 4x + 1 má kǒren 1
(x3 + 4x2 + 4x + 1) ∶ (x − 1) = x2 + 4
(x3 + 4x2 + 4x + 1) = (x − 1)(x2 + 4)

Polynom x2 + 4 má také kǒren 1
(x2 + 4) ∶ (x − 1) = x + 1

f(x) = (x − 1)3(x + 1)
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Kǒren polynomu

Důsledek 18

Nenulový polynom f(x) ∈ F [x] stupně n může ḿıt nejvýše n kǒren̊u v F .

Důkaz

Z d̊usledku 17 v́ıme, že pokud a1 ∈ F je kǒren polynomu f(x), pak f(x) = (x − a1)q1(x),
kde zjevně je stupeň q(x) n − 1.
Dále pokud a2 je kǒren q1(x) pak f(x) = (x−a1)(x−a2)q2(x), kde q2(x) má stupeň n−2
. . .
f(x) = (x − a1)(x − a2) . . . (x − ar)qr(x), kde qr(x) nemá daľśı kǒreny.
Protože stupeň f(x) je n, nejvýše n faktor̊u (x − ai) se může vyskytovat na pravé straně,
takže r ≤ n.
Pokud b ≠ ai pro i = 1, . . . , r a b ∈ F , tak
f(b) = (b − a1) . . . (b − ar)qr(b) ≠ 0, protože F nemá dělitele nuly a žádný z b − ai ani
qr(b) neńı nula.
Takže ai, pro i = 1, . . . r ≤ n jsou všechny kǒreny polynomu f(x) ∈ F [x].
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Kǒren polynomu

Důsledek 19

Pokud G je konečná podgrupa multiplikativńı grupy ⟨F ∗, ⋅⟩ komutativńıho tělesa F , pak G
je cyklická.
Multiplikativńı grupa nenulových prvk̊u konečného komutativńıho tělesa je konečná.

Důkaz

G je konečná abelovská grupa. Dle věty 26 (Základńı věta konečně generovaných
abelovských grup) je isomorfńı s Zd1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Zdr , kde každé di je mocnina prvoč́ısla.
Uvažujme každou Zdi jako cyklickou grupu řádu di v multiplikativńı notaci.
Necht’ m je nejmenš́ı společný násobek všech di pro i = 1, . . . , r. m ≤ d1d2 . . . dr.
Pokud ai ∈ Zdi , tak adii = 1, takže ami = 1, protože di děĺı m.
Takže pro všechna α ∈ G máme αm = 1, takže každý prvek G je kǒren (xm − 1).
Ale G má d1d2 . . . dr prvk̊u, zat́ımco (xm − 1) může ḿıt nejvýše m kǒren̊u v G (dle
p̌redchoźıho d̊usledku). Takže m ≥ d1d2 . . . dr.
Dostáváme tedy, že m = d1d2 . . . dr a tedy prvoč́ısla d1, d2, . . . , dr jsou r̊uzné a G je
isomorfńı s cyklickou grupou Zm.
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Nedělitelné polynomy

Definice

Nekonstantńı polynom f(x) ∈ F [x] je nedělitelný nad F (též ireducibilńı nad F ),
pokud nemůže být vyjáďren jako součin g(x)h(x) dvou polynomů g(x) a h(x) v F [x]
tak, aby oba měly nižš́ı stupeň než f(x).
Jinak je dělitelný nad F (též reducibilńı nad F ).

Polynom může být ireducibilńı nad tělesem F , ale nad jiným tělesem (které obsahuje F )
může být dělitelný.
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Nedělitelné polynomy

Př́ıklad 107

Ukázali jsme, že x2 − 2 v Q[x] nemá žádné kǒreny v Q, takže je nedělitelný nad Q.
Je dělitelný nad R (x2 − 2 ∈ R[x])?
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Nedělitelné polynomy

Př́ıklad

Ukázali jsme, že x2 − 2 v Q[x] nemá žádné kǒreny v Q, takže je nedělitelný nad Q.
Je dělitelný nad R (x2 − 2 ∈ R[x])?

Ano
(x2 − 2) = (x −

√
2)(x +

√
2)

Př́ıklad 108

Jak vypadaj́ı jednotky v F [x]?
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Nedělitelné polynomy

Př́ıklad

Jak vypadaj́ı jednotky v F [x]?

Jednotka = prvek, který má multiplikativńı inverzi

Jednotky v F [x] jsou právě všechny nenulové prvky F

Polynom, který je nedělitelný nad F můžeme tedy také definovat jak nekonstantńı
polynom f(x) ∈ F [x] takový, že pro jakoukoli faktorizaci f(x) = g(x)h(x) v F [x]
plat́ı, že g(x) nebo h(x) je jednotka

Př́ıklad 109

Ukažte, že f(x) = x3 + 3x + 2 v Z5[x] je nedělitelný nad Z5.
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Nedělitelné polynomy

Př́ıklad

Ukažte, že f(x) = x3 + 3x + 2 v Z5[x] je nedělitelný nad Z5.

Pokud by byl faktorizován v Z5[x] na polynomy nižš́ıho stupně, existoval by lineárńı
faktor ve tvaru x − a pro nějaké a ∈ Z5.

Pak by f(a) = 0 dle důsledku 17
f(0) = 2, f(1) = 1, f(2) = 1, f(3) = f(−2) = −2 = 3, f(4) = f(−1) = −2 = 3

Což ukazuje, že f(x) nemá kǒren v Z5, je tedy nedělitelná nad Z5

Takto se dá testovat prakticky jen kvadratické a kubické polynomy nad konečnými
tělesy s malým počtem prvk̊u.
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Nedělitelné polynomy

Věta 58

Necht’ f(x) ∈ F [x] je polynom stupně 2 nebo 3.
Pak je f(x) dělitelný nad F , právě když má kǒren v F .

Důkaz

Pokud f(x) je dělitelný nad F , tak f(x) = g(x)h(x), kde stupně g(x) a h(x) jsou oba
stupně menš́ı než f(x).
Protože f(x) je kvadratický, nebo kubický polynom, tak g(x) nebo h(x) muśı být stupně
1.
Řekněme, že je to g(x) a ten je tedy ve tvaru (x − a).
Pak g(a) = 0, což nám dává, že f(a) = 0, takže f(x) má kǒren v F .
Opačný směr vyplývá z d̊usledku 17.
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Nedělitelné polynomy

Věta 59

Pokud f(x) ∈ Z[x], tak se f(x) dá rozložit na polynomy nižš́ıch stupň̊u r(x) a s(x) v
Q[x], právě když má takovou faktorizaci s polynomy stejných stupň̊u r(x) a s(x) v Z[x].

Důkaz

Vynechán.

Důsledek 20

Pokud f(x) = xn + an−1xn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + a0 je v Z[x], a0 ≠ 0 a f(x) má kǒren v Q, tak má
kǒren m v Z a m muśı dělit a0.

Důkaz

Pokud f(x) má kǒren a v Q, pak f(x) má lineárńı faktor x − a v Q[x]. Dle věty 58, f(x)
má faktorizaci s lineárńım faktorem v Z[x], takže pro nějaké m ∈ Z muśı platit
f(x) = (x −m)(xn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + a0/m). Takže a0/m je v Z, takže m děĺı a0.
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Nedělitelné polynomy

Př́ıklad 110

Předchoźı d̊usledek nám dává daľśı d̊ukaz nedělitelnosti x2 − 2 nad Q.
Protože x2 − 2 se netriviálně faktorizuje v Q[x], právě když má kǒren v Q. (věta 58)
x2 − 2 má kǒren v Q, právě když má kǒren v Z. (d̊usledek 20)
Nav́ıc jediné možnosti jsou ±1 a ±2 (dělitelé 2)
Snadno ově̌ŕıme, že ani jedno neńı kǒren x2 − 2.

Př́ıklad 111

Ukažte, že f(x) = x4 − 2x2 + 8x + 1 je v Q[x] nedělitelný nad Q.
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Nedělitelné polynomy

Př́ıklad

Ukažte, že f(x) = x4 − 2x2 + 8x + 1 je v Q[x] nedělitelný nad Q.

Pokud f(x) má lineárńı faktor v Q, pak má kǒren v Z a dle důsledku 20 tento kǒren
muśı být dělitel 1 v Z
Jediná taková č́ısla jsou 1 a −1
f(1) = 8, f(−1) = −8

Pokud se f(x) dá rozložit na dva kvadratické faktory v Q[x], pak dle věty 59 má
faktorizaci (x2 + ax + b)(x2 + cx + d) v Z[x]

Porovnáńım koeficient̊u mocnin x zjist́ıme, že
bd = 1, ad + bc = 8, ac + b + d = −2, a + c = 0 pro celá č́ısla a, b, c, d ∈ Z
Z bd = 1 vid́ıme, že bud’ b = d = 1 nebo b = d = −1

Jelikož se b = d, pak ad + bc = d(a + c) = 8

Ale to je nemožné, protože a + c = 0

Takže faktorizace je nemožná, polynom je nedělitelný nad Q
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Nedělitelné polynomy

Věta 60 (Eisensteinovo kritérium)

Necht’ p je prvoč́ıslo. Předpokládejme, že f(x) = anx
n + an−1xn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + a0 je v Z[x] a

an ≢ 0 (mod p), ale ai ≡ 0 (mod p) pro všechna i < n a a0 ≢ 0 (mod p2). Pak f(x) je
nedělitelný nad Q.

Důkaz

Dle věty 59 jen poťrebujeme ukázat, že f(x) se nedá faktorizovat na polynomy nižš́ıho
stupně v Z[x]. Pokud
f(x) = (brx

r + ⋅ ⋅ ⋅ + b0)(csx
s + ⋅ ⋅ ⋅ + c0)

je faktorizace v Z[x], kde br ≠ 0, cs ≠ 0 a r, s < n, tak a0 ≢ 0 (mod p2) implikuje, že b0 a
c0 nejsou oba kongruentńı s 0 modulo p.
Předpokládejme, že b0 ≢ 0 (mod p) a c0 ≡ 0 (mod p). Dále an ≢ 0 (mod p) implikuje, že
br, cs ≢ 0 (mod p), protože an = brcs.
Necht’ m je nejmenš́ı hodnota k taková, že ck ≢ 0 (mod p), pak

am = b0cm + b1cm−1 + ⋅ ⋅ ⋅ +
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

bmc0 pokud r ≥m

brcm−r pokud r <m
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Nedělitelné polynomy

Důkaz (Pokračováńı)

am = b0cm + b1cm−1 + ⋅ ⋅ ⋅ +
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

bmc0 pokud r ≥m

brcm−r pokud r <m

Fakt, že b0 ani cm nejsou kongruentńı s 0 modulo p a cm−1, . . . , c0 jsou všechny
kongruentńı s 0 modulo p, implikuje, že am ≢ 0 (mod p), takže n =m.
V d̊usledku toho plat́ı s = n, což je v rozporu s p̌redpokladem s < n (že faktorizace je
netriviálńı).

Př́ıklad 112

Rozhodněte, zda je 25x5 − 9x4 − 3x2 − 12 dělitelný nad Q.
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Nedělitelné polynomy

Př́ıklad

Rozhodněte, zda je 25x5 − 9x4 − 3x2 − 12 dělitelný nad Q.

Dle p̌redchoźı věty

Vezměme p = 3

25 ≡ 1 (mod 3) an ≢ 0 (mod p)

−9,−3 − 12 ≡ 0 (mod 3) ai ≡ 0 (mod p) pro všechna i < n

−12 ≢ 0 (mod 9) a0 ≢ 0 (mod p2)

Polynom je nedělitelný nad Q
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Nedělitelné polynomy

Důsledek 21

Necht’ p je prvoč́ıslo. Polynom
Φp(x) =

xp−1
x−1 = xp−1 + xp−2 + ⋅ ⋅ ⋅ + x + 1 p-tý cyklotomický polynom

je nedělitelný nad Q.

Důkaz

Dle věty 59 poťrebujeme uvažovat pouze faktorizace v Z[x]. Použijeme homomorfismus
vyhodnoceńı φx+1(f(x)) jako f(x + 1) pro f(x) ∈ Q[x].

Necht’ g(x) = Φp(x + 1) =
(x+1)p−1
(x+1)−1 =

xp+(p
1
)xp−1+⋅⋅⋅+px
x

Koeficient u xp−r pro 0 < r < p je binomický koeficient (
p
r
) =

p!
r!(p−r)! , který je dělitelný p,

protože p děĺı p!, když 0 < r < p. Takže
g(x) = xp−1 + (

p
1
)xp−2 + ⋅ ⋅ ⋅ + p

splňuje Eisensteinovo kritérium (Věta 60) pro prvoč́ıslo p a tedy je nedělitelný nad Q.
Ale kdyby Φp(x) = h(x)r(x) byla netriviálńı faktorizace Φp(x) v Z[x], tak
Φp(x + 1) = g(x) = h(x + 1)r(x + 1)
by dala netriviálńı faktorizaci g(x) v Z[x]. Takže Φp(x) muśı být také nedělitelný nad Q.
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Unikátnost faktorizace v F [x]

Definice

Pro f(x), g(x) ∈ F [x] ř́ıkáme, že g(x) děĺı f(x) v F [x] pokud existuje q(x) ∈ F [x]
takový, že f(x) = g(x)q(x).

Věta 61

Necht’ p(x) je nedělitelný polynom v F [x].
Pokud p(x) děĺı r(x)s(x) ∈ F [x], tak p(x) děĺı r(x) nebo p(x) děĺı s(x).

Pokud r a s jsou nesoudělná a pokud r děĺı sm, pak r děĺı m.
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Unikátnost faktorizace v F [x]

Důsledek 22

Pokud p(x) je nedělitelný polynom v F [x] a p(x) děĺı součin r1(x) . . . rn(x) pro
ri ∈ F [x], pak p(x) děĺı ri(x) pro alespoň jedno i.

Důkaz

Indukćı dokážeme z p̌redchoźı věty.
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Unikátnost faktorizace v F [x]
Věta 62

Pokud je F komutativńı těleso, tak každý nekonstantńı polynom f(x) ∈ F [x] může být
faktorizován v F [x] na součin nedělitelných polynomů – ten je unikátńı až na jejich pǒrad́ı
a jednotkové faktory v F (nenulové konstanty).

Důkaz

Necht’ f(x) ∈ F [x] je nekonstantńı polynom. Pokud je dělitelný nad F , pak
f(x) = g(x)h(x), kde g(x) a h(x) maj́ı nižš́ı stupně než f(x).
Pokud g(x) a h(x) jsou nedělitelné, skonč́ıme.
Jinak se alespoň jeden faktorizuje na polynomy nižš́ıch stupň̊u. Pokračováńım tohoto
procesu dojdeme k faktorizaci
f(x) = p1(x)p2(x) . . . pr(x), kde pi(x) jsou nedělitelné pro i = 1,2, . . . , r.
Poťrebujeme ukázat unikátnost. Předpokládejme
f(x) = p1(x)p2(x) . . . pr(x) = q1(x)q2(x) . . . qs(x)
jsou dvě faktorizace f(x) do nedělitelných polynomů.
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Unikátnost faktorizace v F [x]

Důkaz (Pokračováńı)

f(x) = p1(x)p2(x) . . . pr(x) = q1(x)q2(x) . . . qs(x)
jsou dvě faktorizace f(x) do nedělitelných polynomů.
Dle d̊usledku 22 p1(x) děĺı nějaký qj(x) Bez újmy na obecnosti q1(x)
Protože q1(x) je nedělitelný, q1(x) = u1p1(x), kde u1 ≠ 0, ale je v F (je to jednotka)
Pak nahrazeńım u1p1(x) za q1(x) a zkráceńım dostaneme
p2(x) . . . pr(x) = u1q2(x) . . . qs(x)
Podobně q2(x) = u2p2(x), takže
p3(x) . . . pr(x) = u1u2q3(x) . . . qs(x)
Pokračováńım dostaneme
1 = u1u2 . . . urqr+1(x) . . . qs(x)
Toto je možné pouze pro s = r, takže ta rovnice je vlastně 1 = u1u2 . . . ur
Takže nedělitelné faktory pi(x) a qj(x) jsou tytéž, až na pǒrad́ı a jednotkové faktory.
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